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Àííîòàöèÿ
Òåîðåòè÷åñêè ðàññìîòðåíî ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ íàêà÷êè è åå âòîðîé ãàðìî-
íèêè â êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíîé ìåòàñðåäå ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíåéíûå ñâîéñòâà ìàòå-
ðèàëà õàðàêòåðèçóþòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ íà ÷àñòîòå íàêà÷êè è
ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ íà ÷àñòîòå ãàðìîíèêè. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷å-
ñêèå ðåøåíèÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêèõ êíîèäàëüíûõ âîëí è ñâÿçàííûõ óåäèíåííûõ âîëí
íàêà÷êè è ãàðìîíèêè  ñèìóëòîíîâ. ×èñëåííî èññëåäîâàíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
ìîäåëè, âêëþ÷àþùåé òàêèå àêòîðû, êàê äèñïåðñèÿ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, ýåêò ðàçáåãàíèÿ èìïóëüñîâ íàêà÷êè è ãàðìîíèêè èç-çà ðàçëè÷èÿ íàïðàâëåíèé
èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Ïîëó÷åí àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ Ìýíëè îó äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ â ìåòàñðåäàõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îòðèöàòåëüíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, âòîðàÿ ãàðìîíèêà,
èìïóëüñ, äèñïåðñèÿ, ìîäóëÿöèÿ, ñîëèòîí, ýåêò ðàçáåãàíèÿ.
Ââåäåíèå
àçâèòèå íàíîòåõíîëîãèé çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ íîâûõ ìà-
òåðèàëîâ ñ íåîáû÷íûìè ñâîéñòâàìè  ìåòàìàòåðèàëîâ. Ìåòàìàòåðèàëû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ïåðèîäè÷åñêèå ïëàçìîííûå ñòðóêòóðû ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïàðàìåò-
ðàìè ïîðÿäêà äëèíû âîëíû âèäèìîãî èëè áëèæíåãî ÈÊ-äèàïàçîíà, ðàçìåùåííûå
â äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäå. Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå ýòè ñòðóêòóðû êàê íåêîòîðûé
êâàçèíåïðåðûâíûé ìàòåðèàë äåìîíñòðèðóþò ñèëüíóþ äèñïåðñèþ. Ìåòàìàòåðèà-
ëû ìîãóò âåñòè ñåáÿ êàê ñðåäà ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ (ÎÏÏ)
âñëåäñòâèå îòðèöàòåëüíîñòè êàê ýåêòèâíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ìàòåðèàëà, òàê è åãî ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè [1℄. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå, ìàãíèòíîå ïîëå è âîëíîâîé âåêòîð ñîñòàâëÿþò ëåâóþ òðîéêó âåêòîðîâ, äëÿ
êîòîðîé âåêòîð Ïîéíòèíãà ïîòîêà ýíåðãèè è âîëíîâîé âåêòîð àíòèïàðàëëåëüíû [2℄.
Ïðè ýòîì ìåòàìàòåðèàëû íàçûâàþò ëåâûìè ñðåäàìè, èëè â àíãëèéñêîé òðàíñêðèï-
öèè left-handed materials (LHM). Â LHM ïàäàþùèé è ïðåëîìëåííûé ëó÷è ëåæàò
ïî îäíó ñòîðîíó îò íîðìàëè ê ãðàíèöå ïðåëîìëåíèÿ [3℄.
Íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ñðåä ñ ÎÏÏ ÿðêî ïðîÿâëÿþòñÿ, êîãäà ïîêàçàòåëü ïðå-
ëîìëåíèÿ â îäíîé ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíûì, â äðóãîé
ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè îí îòðèöàòåëåí. Èìïóëüñíàÿ ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè
(Â) [4℄ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí èç ïðèìåðîâ ïðîöåññà, êîãäà ìîæíî ñìîäå-
ëèðîâàòü âçàèìîäåéñòâèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ, íåñóùèå ÷àñòîòû êîòîðûõ ëåæàò â
ðàçëè÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ èìååò ðàç-
ëè÷íûå çíàêè. ÎÏÏ çäåñü âûÿâëÿåòñÿ â îðìå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èíòåíñèâíîñòåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí [57℄: èçëó÷åíèå ãàðìîíèêè ïðîèñõîäèò
íàâñòðå÷ó âîëíå îñíîâíîé ÷àñòîòû. Êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíàÿ ìåòàñðåäà äåéñòâóåò
êàê ðàñïðåäåëåííîå áðýããîâñêîå çåðêàëî. Íåäàâíèå ñïåêòðàëüíûå èçìåðåíèÿ â ìå-
òàìàòåðèàëàõ ñ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðîé ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê íàäåæíî çàèêñèðîâà-
ëè îòêëèêè íà óäâîåííîé è óòðîåííîé ÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ [8, 9℄. Îñîáåííîñòüþ
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ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â îòðèöàòåëüíî-ïîëîæèòåëüíûõ ìåòàñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ
íåèñ÷åçàþùèé ýåêò ðàçáåãàíèÿ (walk-o eet) èìïóëüñîâ íàêà÷êè è ãàðìîíèêè
èç-çà ðàçëè÷èÿ íàïðàâëåíèé èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Ñîâîêóïíîå äåéñòâèå ìå-
õàíèçìîâ íåëèíåéíîñòåé è äèñïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé äåëàåò äèíàìè÷åñêóþ
êàðòèíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêè ñâÿçàííûõ âîëí äîâîëüíî ñëîæíîé.
Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà òðåõâîëíîâîãî ñìå-
øåíèÿ â ñïåöèè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, êîãäà äëÿ âîëíû óíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû ñðå-
äà ÿâëÿåòñÿ ¾ëåâîé¿, òîãäà êàê äëÿ ãàðìîíèêè  ¾ïðàâîé¿. Äàëåå â ðàáîòå âñëåä
çà îðìóëèðîâêîé îñíîâíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, ãäå âîçìîæíû àíà-
ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîäåëè. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ âîëí ïîëó÷àþòñÿ
âûðàæåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ Ìýíëè îó, íî â ïðèìåíåíèè ê
èññëåäóåìîé ¾ïðàâîé-ëåâîé¿ ñðåäå. ×èñëåííûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíû ïåðåõîä-
íûå ïðîöåññû îðìèðîâàíèÿ èìïóëüñîâ âòîðîé ãàðìîíèêè â ìåòàñðåäå ñ ó÷åòîì
ïðîöåññîâ ðàçáåãàíèÿ èìïóëüñîâ è äèñïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ âîëí.
1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìîäåëè
åíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè (Â) åñòü òðåõâîëíîâîå âçàèìîäåéñòâèå ïî ñõåìå
(ω1 + ω1 → ω2 = 2ω1 = 2ω , ãäå ω1 è ω2  íåñóùèå ÷àñòîòû íàêà÷êè è ãàðìîíèêè)
â êâàäðàòè÷íî-íåëèíåéíîé ñðåäå. Â êâàçèãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìåäëåííûõ
àìïëèòóä è äëÿ ñëó÷àÿ êîëëèíåàðíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ãàðìîíèêè (E2 ) è
íàêà÷êè (E1 ) óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé Â âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì [10℄:
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ãäå vg,1, vg,2  ãðóïïîâûå ñêîðîñòè âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ èìïóëüñû
íàêà÷êè è ãàðìîíèêè; k2j = (ωj/c)
2ε(ωj)µ(ωj) ; ε , µ  äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèò-
íàÿ ïðîíèöàåìîñòè; χ1 = χ
(2)(ω1;ω2,−ω1) , χ2 = χ(2)(ω2;ω1, ω1) (çäåñü χ(2)  íåëè-
íåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà). Êîýèöèåíòû D1 è D2 îïðåäåëÿþò
äèñïåðñèþ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íà óíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòå è ÷àñòîòå ãàðìîíèê.
Íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí, òåì ñàìûì, îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì sj  çíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç k
2
j .
Èç óñëîâèÿ êîëëèíåàðíîãî ñèíõðîíèçìà ∆k = 0 ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâîé âåêòîð
ãàðìîíèêè k2 = 2k1 . Åñëè ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ, òî âåêòîðû k1,2 è âåêòîðû Ïîéíòèíãà âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí íà-
ïðàâëåíû îäèíàêîâî. Îäíàêî âåêòîð âîëíû ñ íåñóùåé ÷àñòîòîé â ñïåêòðàëüíîé
îáëàñòè îòðèöàòåëüíîãî ïðåëîìëåíèÿ (s1 = −1) è ñîîòâåòñòâóþùèé åé âåêòîð
Ïîéíòèíãà íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî íà
÷àñòîòå âòîðîé ãàðìîíèêè ñðåäà äàåò ïîëîæèòåëüíîå ïðåëîìëåíèå, òî èìïóëüñ íà-
êà÷êè, íà ÷àñòîòå êîòîðîé êîýèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû îòðèöàòåëåí, âûçîâåò
âîëíó ãàðìîíèêè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïàäàþùåé âîëíå íàêà÷êè
íàïðàâëåíèåì àçîâîé ñêîðîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, èçëó÷åíèå íà óäâîåííîé ÷àñòîòå
âî âñòðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ òàêîé ñõåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí óðàâíåíèÿ
Â (1), (2) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ïîëÿðèçàöèè ïåðåïèøóòñÿ â íîðìàëèçîâàí-
íîì âèäå:
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Â (3), (4) ïðîèçâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:
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ãäå âåëè÷èíà L èìååò ñìûñë õàðàêòåðíîé äëèíû, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ýåê-
òèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå íàêà÷êè â ãàðìîíèêó. Îãèáàþùèå èìïóëüñîâ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ âîëí íîðìèðîâàíû íà E0 . Â óðàâíåíèÿõ (3), (4) ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îñü z
íàïðàâëåíà ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ãðóïïîâîé ñêîðîñòè èìïóëüñà íàêà÷êè. Èìïóëüñ
ïîëÿ óíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû ïàäàåò íàâñòðå÷ó îñè z íà çàäíþþ ãðàíü îáðàçöà
ìåòàìàòåðèàëà. Èìïóëüñ ãàðìîíèêè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z , îðìèðóÿñü
ó ïåðåäíåé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòîé z = 0 .
Ïàðàìåòð δ ó÷èòûâàåò ýåêò ðàçáåãàíèÿ (walk-o eet) èìïóëüñîâ óíäà-
ìåíòàëüíîé âîëíû è ãàðìîíèêè èç-çà ðàçëè÷èÿ èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Òåì ñàìûì
δ åñòü ìåðà íàðóøåíèÿ ãðóïïîâîãî ñèíõðîíèçìà, êîòîðûé õàðàêòåðåí äëÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ óåäèíåííûõ âîëí, äîïîëíèòåëüíî ê àçîâîìó ñèíõðîíèçìó. Â îòëè÷èå îò
ñòàíäàðòíîé Â, êîãäà ïðè ìàëîé ðàçíèöå ìåæäó ãðóïïîâûìè ñêîðîñòÿìè íàêà÷-
êè è ãàðìîíèêè ýåêò ðàçáåãàíèÿ ìàë, â íàøåì ñëó÷àå, êàê ìèíèìóì, δ > 2 è
ýåêò ðàçáåãàíèÿ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò.
Èç óðàâíåíèé ìîäåëè (3), (4) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé:
|e1,2(ζ = 0, τ)|2 → |e10,20(τ)|2 è |e1,2|2 → 0 ïðè τ → ±∞ , ïîëó÷àåì èíòåãðàë
äâèæåíèÿ
∞∫
−∞
(
|e2|2 − θ
2
|e1|2
)
dτ = const. (5)
Äëÿ íåïðåðûâíîãî èçëó÷åíèÿ îòñþäà âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå ñîîò-
íîøåíèþ Ìýíëè îó. Ñîîòíîøåíèå Ìýíëè îó îòðàæàåò íîâûé òèï àçîâîãî
ñèíõðîíèçìà, êîòîðûé â [6℄ áûë íàçâàí ¾îáðàòíûì ñèíõðîíèçìîì¿. Ýòî ïðèíöèïè-
àëüíîå îòëè÷èå ïàðàìåòðè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí â ñðåäàõ ñ îòðèöàòåëüíûì
ïðåëîìëåíèåì.
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ âîçìîæíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïåðåéäåì ê äåéñòâè-
òåëüíûì ïåðåìåííûì â ñèñòåìå óðàâíåíèé ìîäåëè (3), (4): e1 = a exp(iϕ1), e2 =
= b exp(iϕ2) . Ïîëó÷èì:
∂a
∂ζ
+
σ
2
(
2
∂a
∂τ
∂ϕ1
∂τ
+ a
∂2ϕ1
∂τ2
)
= ab sinΦ, (6)
∂b
∂ζ
+ δ
∂b
∂τ
− β
2
(
2
∂b
∂τ
∂ϕ2
∂τ
+ b
∂2ϕ2
∂τ2
)
=
θ
2
a2 sinΦ, (7)
a
∂ϕ1
∂ζ
− σ
2
(
∂2a
∂τ2
− a∂ϕ1
∂τ
∂ϕ1
∂τ
)
= −ab cosΦ, (8)
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èñ. 1. Àìïëèòóäíî-ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü êîíäåíñàòíîãî ðåøåíèÿ: (à) íàêà÷êà,
(á) ãàðìîíèêà. Ïàðàìåòðû a0 = 1.12, b0 = 0.25, ∆ = 3, γ = 1.0, θ = 1.0, δNRI = 1.0,
σ = β = −1 , àìïëèòóäà ìîäóëÿöèè =0.1, ω
mod
= 0.5 .
a
(
∂ϕ2
∂ζ
+ δ
∂ϕ2
∂τ
)
+
β
2
(
∂2b
∂τ2
+ b
∂ϕ2
∂τ
∂ϕ2
∂τ
)
+∆b =
θ
2
a2 cosΦ, (9)
ãäå Φ = ϕ2 − 2ϕ1 .
2. Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ: âîëíû áåç àçîâîé ìîäóëÿöèè
Êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìîäåëè (6)(9) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ
âðåìåííîé èëè îáîèõ, è âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé, àçîâûõ ìîäóëÿöèé (÷èðïà
àçû), òî åñòü ∂ϕ1,.2/∂τ = Ω1,2 , è/èëè ∂ϕ1,.2/∂ζ = κ1,2 ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,
â ÷àñòíîñòè íóëÿìè.
2.1. Êîíäåíñàòíûå ðåøåíèÿ. àññìîòðèì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6)(9), ãäå
àìïëèòóäû âîëí ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè: a = a0 è b = b0 ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ
âðåìåííîãî ÷èðïà àçû: Ω1,2 = 0 . Òîãäà èç (6) ñëåäóåò, ÷òî Φ = 0 èëè Φ = mπ ,
è óðàâíåíèÿ (7) äëÿ Φ = 0 äàþò:
∂ϕ1
∂ζ
= 1− b0, ∂ϕ2
∂ζ
= −γ + θ
2
a20b
−1
0 , (10)
b0 (∆− 2b0) = θ
2
a20.
åøåíèå (10) àíàëîãè÷íî ¾êîíäåíñàòíîìó¿ ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà, êîòîðîå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïðîÿâëÿåò ìîäóëÿöèîííóþ íåóñòîé-
÷èâîñòü. ×èñëåííûé ïðèìåð ìîäóëÿöèîííîé íåñòàáèëüíîñòè ðåøåíèÿ (10) ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1. Ïîä âîçäåéñòâèåì ñëàáîãî ãàðìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ êîíäåí-
ñàòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëÿ íàêà÷êè (ðèñ. 1a) îðìèðóåòñÿ ðàçâèòàÿ ìîäóëÿöèîííàÿ
ñòðóêòóðà êíîèäàëüíûõ âîëí â ïîëå ãàðìîíèêè (ðèñ. 1, á).
2.2. åíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè â íåïðåðûâíîì èçëó÷åíèè. Â ñëó÷àå
íåïðåðûâíîé íàêà÷êè è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ àçîâîãî ñèíõðîíèçìà (∆ = 0)
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ñèñòåìà óðàâíåíèé (6)(9) ïðèíèìàåò âèä:
∂a
∂ζ
= ab sinΦ,
∂b
∂ζ
=
θ
2
a2 sinΦ,
∂Φ
∂ζ
=
(
2b+
θ
2b
a2
)
cosΦ.
(11)
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11) èìåþò ïåðâûé èíòåãðàë â îðìå ñîîòíî-
øåíèÿ Ìýíëè îó:
θ
2
a2 − b2 = c20 = const. (12)
Äëÿ ñëîÿ íåëèíåéíîãî ìàòåðèàëà òîëùèíîé l êðàåâîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñÿ êàê
a(ζ = l) = a0, b(ζ = 0) = 0. (13)
Ïðè âûáîðå ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè àç Φ = π/2 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (11) âûãëÿäÿò
ñëåäóþùèì îáðàçîì
b2 = c20tg
2(c0ζ), a
2 = 2c20θ
−1 cos−2(c0ζ), (14)
ãäå êîíñòàíòà c0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ:
cos(c0l) =
√
2
θ
c0
a0
.
Ïðè óâåëè÷åíèè l ïàðàìåòð c0 êàê ïåðâûé êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîêàçàòåëü ýåêòèâíîñòè Â îïðåäåëåí ñëåäóþùèì âûðà-
æåíèåì
r =
|b(ζ = l)|2
|a0|2 =
θ
2
(
1− 2c
2
0
θa20
)
,
è r → θ/2 ïðè l→∞ .
2.3. Ïðèìåðû ñòàöèîíàðíûõ âîëí â ïðîöåññå Â â LHM. Ïóñòü óñëî-
âèå àçîâîãî ñèíõðîíèçìà Φ = 0 âûïîëíåíî, òîãäà Ω2 = 2Ω1 = 2Ω . Ñ÷èòàÿ âåëè-
÷èíû κ2 = 2κ1 = 2κ ïîñòîÿííûìè, ìîæíî îïðåäåëèòü àçû âçàèìîäåéñòâóþùèõ
âîëí
ϕ1 = κζ +Ωτ, ϕ2 = 2κζ + 2Ωτ. (15)
Ñòàöèîíàðíûå âîëíû íà îáåèõ ÷àñòîòàõ äîëæíû ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ êàê åäè-
íîå öåëîå ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, òî åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6) äîëæíû áûòü
óíêöèÿìè îáùåé ïåðåìåííîé y = τ − ζ/V ,
a = a(τ − ζ/V ), b = b(τ − ζ/V ),
ãäå, êàê ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü èç (6),
V −1 = σΩ = δ − 2βΩ.
Ýòî âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò ïàðàìåòð ¾ìãíîâåííîé ñêîðîñòè¿ Ω = δ/(σ + 2β) . Âñå
ñòàöèîíàðíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ
1
Vs
=
1
σ + 2β
(
σ
vg,2
− 2β
vg,1
)
=
1
D1 + 2D2
(
D1
vg,2
− 2D2
vg,1
)
.
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Â ïðèíÿòûõ âûøå äîïóùåíèÿõ ïðîñòåéøèé êëàññ ðåøåíèé ìîäåëè (6)(9) ïîëó-
÷àåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ðåøåíèé äëÿ íàêà÷êè è ãàðìîíèêè
b = fa.
Ïðèíèìàÿ òàêóþ ñâÿçü, èç (6) ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåíèÿ:
f = (θ/2|β|)1/2, κ = 3βΩ
2 − 4δΩ− 2∆
2σ(2σ + β)
.
Ôóíêöèÿ a(y) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
∂2a
∂y2
=
(
2κ
σ
+Ω2
)
a+
2f
σ
a2. (16)
1 . ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ â âèäå óåäèíåííîé âîëíû a→ a0 è da/dy →
→ 0 ïðè τ → ±∞ . Ïóñòü äèñïåðñèîííûé ïàðàìåòð σ = −1 è θ > 0 , òîãäà ïàðà-
ìåòð β áóäåò òàêæå îòðèöàòåëüíûì. Â ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (11), èëè óðàâíåíèÿ (16), ñîîòâåòñòâóþùèå ÿðêîìó ñîëèòîíó,
çàäàþòñÿ âûðàæåíèåì
a(y) =
(3p/4)
√
2|β|
cosh2[
√
p(y − y0)/2]
, (17)
b(y) =
(3p/4)
cosh2[
√
p(y − y0)/2]
, (18)
ãäå p = (Ω2 − 2κ) äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëåí äëÿ ïðèíÿòûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.
Ôèçè÷åñêè ðåøåíèÿ (17), (18) îçíà÷àþò çàõâàò îäíîé âîëíû äðóãîé ñ îáðàçîâàíèåì
ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ âîëí  êâàäðàòè÷íîãî ñèìóëòîíà.
2 . Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16) â âèäå êíîèäàëüíûõ âîëí íà ïüåäå-
ñòàëå ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó ïàðàìåòðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: 0 < a0 < 3p/4f .
Åñëè 0 < a0 < p/4f , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîñëå
ðÿäà âû÷èñëåíèé â ñëåäóþùåì âèäå:
a(y) = a0 + (3/2f) [̺+ (p− 4fa0)] cn2
[(
2p̺
̺+ 3(p+ 4fa0)
)1/2
(y − y0),m+
]
. (19)
Åñëè p/4f < a0 < 2p/4f , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (16) åñòü
a(y) = a0 + (3/2f) [ρ− (p− 4fa0)] cn2
[( ̺
12
)1/2
(y − y0),m−
]
. (20)
Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
m± =
1
2
(
1± 3(p− 4fa0)√
3(p+ 4fa0)(3p− 4fa0)
)
, ̺ =
√
3(p+ 4fa0)(3p− 4fa0),
cn(z,m±)  ýëëèïòè÷åñêàÿ óíêöèÿ ßêîáè ìîäóëÿ m± è àðãóìåíòà z .
3. Ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîé Â â LHM-RHM
Îáúåêòîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6)
(9), îïèñûâàþùàÿ Â â LHM-RHM ñ ó÷åòîì äååêòîâ àçîâîãî (∆) è ãðóïïî-
âîãî (δ ) ñèíõðîíèçìîâ, äèñïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé âîëí íàêà÷êè è ãàðìî-
íèêè (σ, β ). Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ýåêòîâ ãåíåðàöèè ãàðìîíèê â LHM
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èñ. 2. àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ íàêà÷êè (à, ã) è ãàðìîíèêè (á, â) â ïðîòÿæåííîì LHM-
îáðàçöå áåç äèñïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Ïàðàìåòðû: ∆ = 2, γ = 0, θ = 0.5, σ = 0.0,
β = 0.0, δ = 7.5 τ
pulse
= 1 . Íà âñòàâêå (ä) ïðîñòðàíñòâåííîå èçìåíåíèå ýíåðãèé íàêà÷-
êè è ãàðìîíèêè â ñðàâíåíèè ñ óðîâíåì, çàäàâàåìûì ìîäèèöèðîâàííûì ñîîòíîøåíèåì
Ìýíëè îó
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â òðàäèöèîííûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ
âçàèìîäåéñòâèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ íàêà÷êè è ãàðìîíèêè íà âñòðå÷íûõ íàïðàâëå-
íèÿõ. Ëèøü â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ (ñì. âûøå àíàëèòè÷åñêèé ïðèìåð 1)
ñòàöèîíàðíûõ âîëí ïðîèñõîäèò çàõâàò ãàðìîíèêè óåäèíåííîé âîëíîé íàêà÷êè è îá-
ðàçîâàíèå ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñîëèòîíîâ.
Íà çàäíåé ãðàíè îáðàçöà çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå â âèäå ïàäàþùåãî èìïóëüñà íà-
êà÷êè. Äëÿ ãàðìîíèêè çàäàíî êðàåâîå óñëîâèå íà âõîäíîé ïëîñêîñòè LHM-îáðàçöà
ñ êîîðäèíàòîé z = 0 . Ïîñêîëüêó ÷åðåç ïåðåäíþþ ãðàíü íåò ïîòîêà ýíåðãèè íà âûñî-
êîé ÷àñòîòå, òî èç èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðàâèëüíûì áóäåò âûáðàòü ãðàíè÷íîå
óñëîâèå äëÿ ãàðìîíèêè íóëåâûì.
Â ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 2, ïðèñóòñòâóåò êîíå÷íàÿ îòñòðîéêà îò óñëî-
âèÿ àçîâîãî ñèíõðîíèçìà, âñëåäñòâèå ÷åãî ýåêòèâíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ â ãàð-
ìîíèêó íåâåëèêà (ðèñ. 2, á) è âîëíà íàêà÷êè ïðàêòè÷åñêè íå èñòîùàåòñÿ (ðèñ. 2, a).
Â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ïîâåäåíèè âîëíû ãàðìîíèêè â îòñóòñòâèå äèñïåðñèè
ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé íàáëþäàåòñÿ äâà õàðàêòåðíûõ ýåêòà. Âî-ïåðâûõ, íàáëþ-
äàåòñÿ íåñêîëüêî ïåðèîäîâ ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäóëÿöèè àìïëèòóäû èìïóëüñà ãàð-
ìîíèêè ââèäó êîíå÷íîé äëèíû êîãåðåíòíîñòè (∆ = 2) (ðèñ. 2, á, ä), âî-âòîðûõ,
÷òî õàðàêòåðíî èìåííî äëÿ Â â ëåâî-ïðàâîé ìåòàñðåäå, îò÷åòëèâî íàáëþäà-
åòñÿ ýåêò ðàçáåãàíèÿ èìïóëüñîâ óíäàìåíòàëüíîé âîëíû è ãàðìîíèêè èç-çà
ðàçëè÷èÿ èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé (walk-o eet) (ðèñ. 2, á, â). ×àñòü ýíåðãèè
ãàðìîíèêè (ðèñ. 2, á) â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íàêà÷êîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ïî òîé æå õàðàêòåðèñòèêå, ÷òî è âîëíà íèçêîé ÷àñòîòû. Îäíàêî èç îáëàñòè, ãäå
âñëåäñòâèå ìîäóëÿöèè èíòåíñèâíîñòü ãàðìîíèêè ðåçêî óìåíüøèëàñü (ðèñ. 2, á),
âîçíèêàåò èçëó÷åíèå ëèíåéíîé ñëàáîé âîëíû âäîëü õàðàêòåðèñòèêè âòîðîé ãàðìî-
íèêè (ðèñ. 2, â). Â ðåçóëüòàòå ïðîèëü âîëíû ãàðìîíèêè ðàñùåïëÿåòñÿ  ýåêò,
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èñ. 3. àñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ íàêà÷êè (à, â) è ãàðìîíèêè (á, ã) â ïðîòÿæåííîì LHM-
îáðàçöå ïðè ó÷åòå äèñïåðñèè ñðåäû. Ïàðàìåòðû: ∆ = −2, γ = −4, θ = 0.5, σ = −0.5,
β = −0.4, δ = 5.0, τ
pulse
= 1 . Íà âñòàâêå (ä) ïðîñòðàíñòâåííîå èçìåíåíèå ýíåðãèé íàêà÷êè
è ãàðìîíèêè â ñ óðîâíåì, çàäàâàåìûì ìîäèèöèðîâàííûì ñîîòíîøåíèåì Ìýíëè îó
õàðàêòåðíûé èìåííî äëÿ îáñóæäàåìîé ìîäåëè Â, êîãäà ýåêòîì walk-o ïðå-
íåáðå÷ü ïðèíöèïèàëüíî íåëüçÿ.
Áûñòðûé ñïàä àìïëèòóäû âîëíû íàêà÷êè ïî òðàññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ (ðèñ. 3, ä)
îáóñëîâëåí ðàñïëûâàíèåì âðåìåííîãî êîíòóðà óåäèíåííîé âîëíû (ðèñ. 3, à). Èç-çà
ìàëîñòè èíòåíñèâíîñòè óíäàìåíòàëüíîé âîëíû â ãëóáèíå ìåòàìàòåðèàëà èí-
òåíñèâíîñòü ãàðìîíèêè ó ïåðåäíåé ãðàíè îáðàçöà òàêæå ìàëà (ðèñ. 3, á). Êàê è
â ïðåäûäóùåì, áåçäèñïåðñèîííîì ñëó÷àå, èç îáëàñòè, ñîâïàäàþùåé ñ õàðàêòåðè-
ñòèêîé âîëíû íàêà÷êè, âñëåäñòâèå ýåêòà walk-o âîçíèêàåò èçëó÷åíèå âäîëü
õàðàêòåðèñòèêè âòîðîé ãàðìîíèêè. Ýòà îñîáåííîñòü õîðîøî çàìåòíà íà êàðòå â ãðà-
äàöèÿõ ñåðîãî êàê àñèììåòðèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà (ðèñ. 3, ã). Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî
âûðàæåííàÿ äèñïåðñèîííàÿ ìîäóëÿöèÿ ïîëÿ èçëó÷åíèÿ (ðèñ. 3, á) èìååò íåîñöèë-
ëÿòîðíûé õàðàêòåð, ÷òî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü ïðè äîïîëíèòåëüíîì ó÷åòå äèñ-
ïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé. Íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êàðòå ïðîöåññà Â
(ðèñ. 3, ã) âèäíî, ÷òî ïîëå èçëó÷åíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óåäèíåí-
íûõ âîëí, ñòàðòóþùèõ èç îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñíîâíîãî èìïóëüñà ãàðìîíèêè,
ïðè÷åì äëèòåëüíîñòü îðìèðóåìûõ ñëàáûõ ñèãíàëîâ è èõ ñêâàæíîñòü óáûâàþò ê
çàäíåé ãðàíèöå ñðåäû. Êàê âèäíî ïî âðåìåííîìó êîíòóðó èìïóëüñà âòîðîé ãàðìî-
íèêè, âûøåäøåìó íà çàäíþþ ãðàíü ìåòàñðåäû, ýòè ñèãíàëû èìåþò ïðàâèëüíóþ
êîëîêîëîîáðàçíóþ îðìó. Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû îáðàçöà âñïëåñêè íà êîíòóðå
ðàçîâüþòñÿ â îòäåëüíûå èìïóëüñû. Âîçíèêíîâåíèå âîëí ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäóëÿ-
öèè, íà÷èíàþùèõñÿ íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ âðåìåííîãî ïðîèëÿ âõîäíîãî èìïóëüñà
íàêà÷êè, åñòü ïðèçíàê íåëèíåéíûõ èçìåíåíèé àç âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí. Â
ðåçóëüòàòå âðåìåííàÿ îðìà âûõîäíîãî èìïóëüñà íàêà÷êè îêàçûâàåòñÿ èçðåçàí-
íîé äâóìÿ è âîçìîæíî áîëüøèì ÷èñëîì ìàêñèìóìîâ (ðèñ. 3, á). Îäíàêî èíòåãðàë
äâèæåíèÿ â âèäå ìîäèèöèðîâàííîãî çàêîíà Ìýíëè îó (5) îñòàëñÿ íåèçìåííûì
(ðèñ. 3, ä).
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå àíàëèòè÷åñêè è ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà èññëåäîâàíà íåñòàöèî-
íàðíàÿ Â â èñêóññòâåííîé ñðåäå, ýëåêòðîìàãíèòíûå ñâîéñòâà êîòîðîé äîïóñêàþò
èçìåíåíèå çíàêà êîýèöèåíòà ðåðàêöèè äëÿ âîëí ðàçíîé ÷àñòîòû. Àíàëèòè÷å-
ñêè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ óíäàìåíòàëüíîé
âîëíû è âîëíû ãàðìîíèêè â âèäå óåäèíåííûõ èìïóëüñîâ. Îòëè÷èòåëüíîé îñî-
áåííîñòüþ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè îò ïðîöåññîâ Â â ñðåäàõ ñ ïîëîæèòåëüíûì
ïðåëîìëåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íåèñ÷åçàþùåãî ýåêòà ðàçáåãàíèÿ èìïóëüñîâ
óíäàìåíòàëüíîé âîëíû è ãàðìîíèêè èç-çà ðàçëè÷èÿ èõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé.
Ýòîò ýåêò õîðîøî çàìåòåí â ÷èñëåííîì àíàëèçå ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ Â íà
âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé ïàðàìåòðè÷åñêè ñâÿçàííûõ âîëí.
Ñîâîêóïíîå äåéñòâèå íåëèíåéíîñòåé, äèñïåðñèè ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé è ýåêòà
walk-o îïðåäåëèëî áîãàòóþ äèíàìèêó ïðîöåññà Â, âêëþ÷àÿ îðìèðîâàíèå âî
âðåìåííîé øêàëå öóãà õîðîøî âûðàæåííûõ èìïóëüñîâ, èçëó÷àåìûõ èç îáëàñòè
îðìèðîâàíèÿ èìïóëüñà ãàðìîíèêè.
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Summary
S.O. Elyutin, A.I. Maimistov. Nonstationary Parametri Proesses in Negative Refration
Media.
The artile gives theoretial analysis of propagation of the fundamental wave and the
seond harmoni wave in quadrati nonlinear metamedia. The linear properties of metamaterial
are haraterised by a negative refration index at the fundamental frequeny and a positive
refration index at the seond harmoni frequeny. The analytial solutions in the form of
periodi noidal waves and the oupled pump and harmoni waves  simultons, are obtained.
The omplete model, whih inludes the fators of dispersion of the seond order group
veloities and the pulse walk-o eet, is numerially investigated. A relation similar to the
Manley Rowe law is obtained for parametri proesses in metamaterials.
Key words: negative refration index, seond harmoni, optial pulse, dispersion,
modulation, soliton, walk-o eet.
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